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Résumé

Initiée dans le domaine des télécommunications, la théorie des files d'attente est un modèle ma-
thématique permettant de représenter une multitude de phénomènes, de la physique à l'économie.
Elle est notamment appelée à jouer un grand rôle dans l'étude et la compréhension des échanges
rapides entre serveurs dans le cadre des technologies de communication modernes. Dans ce ,
nous nous intéresserons particulièrement à l'étude de la convergence des files d'attente, grâce à un
cadre mathématique rigoureux, fondé sur l'algèbre et la théorie des chaînes de Markov en temps
continu, ainsi que grâce à des simulations numériques pour mieux étudier l'équilibre.
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1 Chaînes deMarkov en temps continu

1.1 Définitions

D 1.1. {X(t), t ⩾ 0} est une chaîne de Markov en temps continu à états dans S si :

∀(t, s, s1, . . . , sk, i, j, i1, . . . , ik) ∈ Rk+2
+ × Sk+2,

P(X(t+ s) = j | X(s) = i,X(s1) = i1, . . . , X(sk) = ik)

= P(X(t+ s) = j | X(s) = i)

D 1.2. Une chaîne de Markov en temps continuX est dite homogène si :

∀(t, s, i, j) ∈ R2
+ × S2,

P(X(t+ s) = j | X(s) = i) = P(X(t) = j | X(0) = i).

On considère ici un espace d'états S fini.

1.2 Semigroupe de transition

D 1.3. On définit la matrice P par :

∀(i, j, t) ∈ S2 × (R∗
+)

2, pi,j(t) = P(X(t) = j | X(0) = i).

P 1.1 (Chapman-Kolmogorov).

∀(t, s) ∈ R2
+,P(t+ s) = P(s)P(t).

En particulier : P(0) = I.

1.3 Générateur infinitésimal

Continuité de P On suppose P continue en 0. D'après la propriété de Chapman-Kolmogorov (propo-
sition 1.1), P est dérivable à droite sur tout R+.
Comme P est continue en 0 et P(0) = I, il existe h > 0 tel que P(h) soit inversible.
Soit t > 0. D'après Chapman-Kolmogorov, on a :

P(t− h)P(h) = P(t),

d'où :
P(t− h) = P(t)P(h)−1.

Or limh→0 P(h) = I, donc P est continue à gauche en t. Donc P est continue en tout point de R+.

Dérivabilité de P Soit a ⩾ 0 et h > 0.∫ a+h

a
P(s) ds =

∫ h

0
P(a+ u) du

= P(a)
∫ h

0
P(u) du.
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Or
1

h

∫ h

0
P(u) du −−−→

h→0
P(0) = I.

Donc il existe h > 0 tel que
∫ h
0 P(u) du soit inversible.

∀a ⩾ 0,P(a) =
(∫ a+h

a
P(s) ds

)(∫ h

0
P(u) du

)−1

et
∫ a+h
a P(s) ds est dérivable. Donc pour tout a ⩾ 0, P est dérivable en a. Donc P est dérivable sur R+.

Définition deQ

D 1.4. On définitQ := P′(0).Q est appelé le générateur infinitésimal de la chaîne de Markov.

D'après Chapman-Kolmogorov,

∀(t, s) ∈ R2
+,P(t+ s) = P(t)P(s).

En dérivant en t = 0 (car P est dérivable) :

∀s ∈ R+,P′(s) = P′(0)P′(s) = QP(s).

De même,
∀s ∈ R+,P′(s) = P(s)Q.

P est donc solution d'une équation différentielle du premier ordre. On a alors :

∀s ∈ R+,P(s) = exp(sQ)

=
+∞∑
n=0

Qn

n!
.

1.4 Distributions stationnaires

D 1.5. Un vecteur π est une distribution stationnaire si

∀t ⩾ 0, πP(t) = π.

P 1.2. π est une distribution stationnaire si, et seulement si, πQ = 0.

1.5 Convergence vers l'équilibre

L 1.3. Pour tout (i, j) ∈ S2, la fonction t 7→ pi,j(t) est uniformément continue.

T 1.4. SoitQ un générateur infinitésimal irréductible et non explosif, de semigroupe de transition
t 7→ P (t), et π sa distribution d'équilibre. Alors :

∀(i, j) ∈ S2, pi,j(t) −−−−→
t→+∞

πj .
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Démonstration. Soit (X(t)) une chaîne de Markov de transitions représentées par le générateur infini-
tésimalQ. On fixe h > 0. Pour tout n ∈ N, on poseZn := X(nh). Alors, pour tout n ∈ N et pour toute
famille d'états (i0, · · · , in+1) ∈ Sn+2, on a :

P(Zn+1 = in+1 | Z0 = i0, · · · , Zn = in)

= P(X((n+ 1)h) = in+1|X0 = i0, · · · , X(nh) = in)

= pin,in+1((n+ 1)h− nh) = pin,in+1(h).

Donc (Zn) est une chaîne de Markov à temps discret de matrice de passage P(h). De plus, comme on
sait que ∀(i, j) ∈ S2, pi,j(h) > 0, P(h) est irréductible et apériodique.
On admet le théorème de convergence pour les chaînes de Markov à temps discret. On a alors :

∀(i, j) ∈ S2, pi,j(nh) −−−−−→
n→+∞

πj .

Soit (i, j) ∈ S2. On fixe ε > 0. Comme pi,j est uniformément continue, il existe h > 0 tel que :

∀t ∈ R+, |pi,j(t)− pi,j(nh)| ⩽ ε/2,

où n := E( t
h).

De plus, il existeN ∈ N tel que ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ |pi,j(nh)− πj | ⩽ ε/2.
Donc, pour tout t ∈ R+, tel que t ⩾ Nh, on a, avec n := E( t

h) :

|pi,j(t)− πj | ⩽ |pi,j(t)− pi,j(nh)|+ |pi,j(nh)− πj |
⩽ ε/2 + ε/2

⩽ ε.

Donc pi,j(t) −−−−→
t→+∞

πj .

2 Files d'attente finies

2.1 Définition

D 2.1. On appelle file d'attente un système caractérisé par :

1. un processus d'entrée des clients ;

2. un processus de service ;

3. un nombre de serveurs (ou capacité de service) ;

4. la taille de la file d'attente proprement dite ;

5. une discipline de service.

Les processus aléatoires utilisés peuvent être déterministes, markoviens (c'est-à-dire des processus
de Poisson), géométriques, etc. Dans la suite, on étudiera seulement des files d'attentes régies par des
processus markoviens.
La discipline de la file d'attente décrit la manière dont les clients sont servis : premier arrivé, premier

servi (LIFO, last in first out), premier arrivé, dernier servi (FIFO, first in first out), ou aléatoire.
Enfin, le nombre de serveurs et la taille de la file sont des éléments de N ∪ {+∞}.
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λ µ

n

F
'

S

2.2 Notation de Kendall

Pour décrire rapidement une file d'attente, on utilise communément la notation de Kendall, définie
comme suit :

[processus d'arrivée]/[processus de service]/[nombre de serveurs]/[taille de la file]− [discipline].

On utilise les abréviations suivantes :

D déterministe ;

M markovien ;

G général.

2.3 La file M/M/1/n

2.3.1 Générateur infinitésimal

Soit n ∈ N. On définit la file M/M/1/n par son générateur infinitésimal :

Q =



−λ λ (0)
µ −(λ+ µ) λ

µ −(λ+ µ) λ

µ
. . . . . .

(0)
. . . . . .
µ −(λ+ µ) λ

µ −µ


où (λ, µ) ∈ (R∗

+)
2 tels que λ < µ.

Cette file est bien finie, (son générateur infinitésimal est de taille n+ 1, correspondant à tous les états
possibles dans J0, nK). De plus, le taux de service µ est indépendant du nombre de clients dans la file : il
n'y a donc qu'un seul serveur. La file est donc correctement décrite par la notation de Kendall M/M/1/n.
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λ

µ
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λ

µ
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µ
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λ

µ

…
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2.3.2 Distribution d'équilibre

En résolvant πQ = 0, on obtient les relations de récurrence suivantes :
λπ0 = µπ1

∀k ∈ J1, n− 1K, (λ+ µ)πk = λπk−1 + µπk+1

λπn−1 = µπn.

Donc ∀k ∈ J0, n− 1K, πk = ρkπ0, où ρ = λ/µ.
Le vecteur π doit être stochastique, on a donc :

n∑
k=0

π0 = 1

π0 =
1− ρ

1− ρn

D'où finalement :
∀k ∈ J0, nK, πk = ρk

1− ρ

1− ρn
.

2.3.3 Convergence vers l'équilibre

Pour contrôler la convergence du semigroupe de transition vers la distribution d'équilibre (théorème
1.4), on peut réaliser des simulations numériques. On a pris ici λ = 0.4, µ = 0.6, et n = 10.
On constate que chaque ligne de la matrice tend vers le vecteur π calculé précédemment, mais à des

vitesses différentes (figure 1).
D'autre part, il est possible de représenter graphiquement la convergence de chaque coefficient de la

matrice vers le coefficient correspondant de la distribution d'équilibre (figure 2). Cependant, on constate
que la convergence n'est pas identique pour tous les coefficients, notamment du point de vue de la mo-
notonie.
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F. 1 : Convergence de chaque ligne de M/M/1/n
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F. 2 : Exemples de convergence de M/M/1/n

2.4 La file M/M/n/n (file d'Erlang)

2.4.1 Générateur infinitésimal

Le générateur infinitésimal de la file M/M/n/n, ou file d'Erlang, est le suivant :

Q =



−λ λ (0)
µ −λ− µ λ

2µ −λ− 2µ λ

3µ
. . . . . .

(0)
. . . −λ− (k − 1)µ λ

kµ −kµ


Cette fois-ci, la taux de service est proportionnel aunombre de clients dans la file. Celamontre l'existence

de plusieurs serveurs, capables de traiter l'ensemble des clients présents dans la file simultanément. La
file ne pouvant accueillir plus de n clients, il y a donc n serveurs.

2.4.2 Distribution d'équilibre

En résolvant la relation de récurrence fournie par πQ = 0, on trouve :
λπ0 = µπ1

∀k ∈ J1, n− 1K, (λ+ kµ)πk = λπk−1 + (k + 1)µπk+1

λπn−1 = nµπn.

La résolution de la relation de récurrence donne :

∀k ∈ J0, nK, πk =
ρk

k!
π0.

Et comme π est un vecteur stochastique :

n∑
k=0

ρk

k!
π0 = 1,

∀k ∈ J0, nK, πk =
ρk

k!

(
n∑

k=0

ρk

k!

)−1

.
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2.4.3 Convergence vers l'équilibre

De manière similaire au cas de la file M/M/1/n, on peut simuler le comportement asymptotique de la
file pour λ = 0.4, µ = 0.6, et n = 10. Les figures 3 et 4 représentent cette convergence pour la matrice
entière et pour certains coefficients.
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F. 3 : Convergence de chaque ligne de M/M/n/n
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F. 4 : Exemples de convergence de M/M/n/n

3 Files d'attente infinies

3.1 Problématique

Il semble naturel dès le départ d'étendre cette définition des files d'attente à des cas où la file serait
infinie : elle ne refuse plus les clients passé un certain nombre. On serait tenté pour cela de reprendre
la même définition des semigroupes de transitions et des générateurs infinitésimaux ; mais il est alors
nécesaire d'interpréter les matrices infinies qui surgissent.
Il s'agit alors d'interpréter le générateur infinitésimal Q comme un opérateur borné d'un espace de

Hilbert de dimension infinie. Cette définition, alliée à certaines propriétés, permettra ainsi de justifier
les opérations réalisées sur ces matrices, et notamment la définition de la quantité exp tQ, pour t ⩾ 0.
Enfin, les principales propriétés des générateurs infinitésimaux (et donc des semigroupes de transi-

tion), notamment la notion de convergence, est liée à leur spectre. Il serait donc intéressant d'étudier les
relations qu'entretient la matrice infinie de M/M/1 avec les matrices finies des files M/M/1/n.
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3.2 La file M/M/1

La file M/M/1 est une « prolongation » de la file M/M/1/n. Son générateur infinitésimal s'écrit donc
naturellement :

Q =


−λ λ (0)
µ −(λ+ µ) λ

µ −(λ+ µ) λ

µ
. . . . . .

(0)
. . .


On pose : ∀n ∈ N, πn := ρn, où ρ = λ/µ. La propriété suivante du vecteur π sera utile dans la suite :

∀n ∈ N, µπn = λπn+1.

On définit ensuite l'espaceH dans lequel on travaille :

H := l2(π) =

{
(un)n∈N ∈ RN :

∑
n⩾0

u2nπn converge

}
.

On munit cet espace du produit scalaire :

(u, v) 7→ ⟨u, v⟩ :=
+∞∑
n=0

unvnπn.

Cette application est bien un produit scalaire car tous les coefficients du vecteur π sont strictement po-
sitifs.H est donc un espace préhilbertien réel de dimension infinie.
On montre alors :

∀(x, y) ∈ H2, ⟨Qx, y⟩ = ⟨x,Qy⟩.

⟨Qx, y⟩ ⩽ 2(λ+ µ)∥x∥∥y∥.

Q est symétrique et bornée. Par le théorème spectral :

Sp(Q) ⊂ [−2(λ+ µ), 2(λ+ µ)].

3.3 Simulations du spectre

On peut alors étudier par des simulations numériques la convergence du spectre de M/M/1/n vers le
spectre de M/M/1 lorsque n tend vers+∞. Pour λ = 0.5 et µ = 0.6, on obtient le graphe de la figure 5.
On constate bien que le spectre de M/M/1 est inclus dans l'intervalle [−2(λ+ µ), 0].
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F. 5 : Convergence du spectre de M/M/1/n vers le spectre de M/M/1
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