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Résumé

Initiée dans le domaine des télécommunications, la théorie des files d'attente est un modele ma-
thématique permettant de représenter une multitude de phénomenes, de la physique a I'économie.
Elle est notamment appelée a jouer un grand réle dans I'étude et la compréhension des échanges
rapides entre serveurs dans le cadre des technologies de communication modernes. Dans ce TIPE,
nous nous intéresserons particulierement a l'étude de la convergence des files d'attente, grice a un
cadre mathématique rigoureux, fondé sur l'algébre et la théorie des chaines de Markov en temps
continu, ainsi que grice a des simulations numériques pour mieux étudier I'équilibre.
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1 CHAINES DE MARKOV EN TEMPS CONTINU

1 Chaines de Markov en temps continu
1.1 Définitions

DErINITION 1.1. {X (¢),t > 0} est une chaine de Markov en temps continu a états dans S si :

Yty 8,81,y Skyly Jyits ..oy i) € REFE 5 SFF2)
PX(t+s)=4|X(s)=1,X(s1) =11,...,X(sk) = ix)
=P(X(t+s)=7|X(s)=1)

DErFINITION 1.2. Une chaine de Markov en temps continu X est dite homogéne si :

Y(t,s,i,§) € RE x 8%,
P(X(t+s)=j]X(s)=14) =P(X(t) =j | X(0) =1).

On considére ici un espace d'états S fini.
1.2 Semigroupe de transition
DEFINTTION 1.3. On définit la matrice P par :
V(i,j,t) € 8% x (R*)?,p; ;(t) = P(X () = j | X(0) = 4).
ProrosITION 1.1 (Chapman-Kolmogorov).
V(t,s) € R:,P(t + s) = P(s)P(t).
En particulier : P(0) = L.

1.3 Générateur infinitésimal

Continuité deP  On suppose P continue en 0. D'apres la propriété de Chapman-Kolmogorov (propo-
sition 1.1), P est dérivable a droite sur tout R .

Comme P est continue en 0 et P(0) = I, il existe 4 > 0 tel que P(h) soit inversible.

Soitt > (. D'aprés Chapman-Kolmogorov, on a :

P(t — h)P(h) = P(t),

d'ou:
P(t —h) = P(t)P(h)~L.

Or limy,_,o P(h) = I, donc P est continue a gauche en ¢. Donc P est continue en tout point de R, .

Dérivabilité deP Soita > 0eth > 0.

/aa+h P(s)ds = /Oh P(a + u)du

h
:P(a)/o P(u) du.
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1 h
Or h/o P(u) du — P(0) =1

Donc il existe A > 0 tel que foh P(u) du soit inversible.

VYa > 0,P(a) = ( / a+hP(3) ds) ( /O hP(u) du)

et fanrh P(s) ds est dérivable. Donc pour tout a > 0, P est dérivable en a. Donc P est dérivable sur R .

-1

Définitionde Q
DEFINITION 1.4, On définit Q := P’(0). Q est appelé le générateur infinitésimal de la chaine de Markov.
D'aprés Chapman-Kolmogorov,
V(t,s) € R, P(t + s) = P(t)P(s).
En dérivant en ¢ = O (car P est dérivable) :
Vs € Ry, P'(s) = P'(0)P/(s) = QP(s).

De méme,
Vs € Ry, P/(s) = P(s)Q.
P est donc solution d'une équation différentielle du premier ordre. On a alors :

Vs € Ry, P(s) = exp(sQ)
00 Qn

!
n=0

1.4 Distributions stationnaires
DE£rINITION 1.5. Un vecteur 7 est une distribution stationnaire si
Vt > 0,7P(t) = .

PROPOSITION 1.2. 7 est une distribution stationnaire si, et seulement si, 7Q = 0.

1.5 Convergence vers l'équilibre

LEMME 1.3. Pour tout (i,j) € S?, la fonction t — p; ;(t) est uniformément continue.

THEOREME 1.4. Soit Q un générateur infinitésimal irréductible et non explosif, de semigroupe de transition
t — P(t), et 7 sa distribution d'équilibre. Alors :

. 2
Y(i,j) € 8%, pi;(t) Taeg
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Démonstration. Soit (X (¢)) une chaine de Markov de transitions représentées par le générateur infini-
tésimal Q. On fixe A > 0. Pour tout n € N, on pose Z,, := X (nh). Alors, pour tout n € N et pour toute
famille d'états (ig,--- ,int1) € S"2, 0na:

IED(Zn+1 =lipt1 | 2o =10, " 5 4n = Zn)
= P(X((n+ 1)) = ing1|Xo = 0, , X(nh) = i)
= pinyin-l»l ((n + ]‘)h’ - nh’) = pin,in+l (h)

Donc (Z,,) est une chaine de Markov a temps discret de matrice de passage P(h). De plus, comme on
sait que V(i, j) € 82, p;.j(h) > 0, P(h) est irréductible et apériodique.
On admet le théoréme de convergence pour les chaines de Markov a temps discret. On a alors :

V(i,j) € 8%, pij(nh) otes

Soit (i, j) € S%. On fixe e > 0. Comme p; ; est uniformément continue, il existe & > 0 tel que :
Vi € Ry, [pij(t) — pij(nh)] <e/2,

oun :=E(f).
De plus, il existe N € Ntelque Vn € Nyn > N = |p; j(nh) — ;| <e/2.
Dong, pour tout t € R4, tel quet > Nh, on a, avec n := E(%) :

pij (1) — 75l < |pi(t) — piy(Rh)| + [pij(nh) — ]

<

<e

<e

Donc p; i (t) — 7. O
pij(t) totoo

2 Files d'attente finies

2.1 Définition
DEFINITION 2.1. On appelle file d'attente un systeme caractérisé par :
1. un processus d'entrée des clients;
2. un processus de service;
3. un nombre de serveurs (ou capacité de service) ;
4. la taille de la file d'attente proprement dite ;
5. une discipline de service.

Les processus aléatoires utilisés peuvent étre déterministes, markoviens (c'est-a-dire des processus
de Poisson), géométriques, etc. Dans la suite, on étudiera seulement des files d'attentes régies par des
processus markoviens.

La discipline de la file d'attente décrit la maniere dont les clients sont servis : premier arrivé, premier
servi (LIFO, last in first out), premier arrivé, dernier servi (FIFO, first in first out), ou aléatoire.

Enfin, le nombre de serveurs et la taille de la file sont des éléments de N U {+o00}.
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AN—— "

FiLE SERVEUR
D'ATTENTE

2.2 Notation de Kendall

Pour décrire rapidement une file d'attente, on utilise communément la notation de Kendall, définie
comme suit :

[processus d'arrivée| /[processus de service|/[nombre de serveurs]/[taille de la file] — [discipline].
On utilise les abréviations suivantes :

D déterministe;

M markovien;

G général.

2.3 Lafile M/M/1/n
2.3.1 Générateur infinitésimal

Soit n € N. On définit la file M/M/1/n par son générateur infinitésimal :

-\ A (0)
po —(A+p) A
f —(A+tp) A
Q= I '

(0)

poo—=(At+p) A
[t —p
oit (A, 1) € (R%)? tels que A < pu.
Cette file est bien finie, (son générateur infinitésimal est de taille n + 1, correspondant a tous les états

possibles dans [0, n]). De plus, le taux de service 1 est indépendant du nombre de clients dans la file : il
n'y a donc qu'un seul serveur. La file est donc correctement décrite par la notation de Kendall M/M/1/n.

A A A A A
ft ft [ I I
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2.3.2 Distribution d'équilibre

En résolvant 7Q = 0, on obtient les relations de récurrence suivantes :

AT = P
VE e [1,n — 1], (AN + p)m, = Amg—1 + umg41

ATp—1 = UTp.

Donc Vk € [0,n — 1], 7, = pFmo, ot p = A/ .
Le vecteur 7 doit étre stochastique, on a donc :

n
Z?T() =1
k=0

D'ou finalement :

1—p
Vk € [0,n], , = pF .
[0.7] —

2.3.3 Convergence vers I'équilibre

Pour controler la convergence du semigroupe de transition vers la distribution d'équilibre (théoréme
1.4), on peut réaliser des simulations numériques. On a prisici A = 0.4, u = 0.6, et n = 10.

On constate que chaque ligne de la matrice tend vers le vecteur 7 calculé précédemment, mais a des
vitesses différentes (figure 1).

D'autre part, il est possible de représenter graphiquement la convergence de chaque coefficient de la
matrice vers le coefficient correspondant de la distribution d'équilibre (figure 2). Cependant, on constate
que la convergence n'est pas identique pour tous les coeflicients, notamment du point de vue de la mo-
notonie.

12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11

12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11

(a) P(0) (b) P(15) (c) P(50)

F1G. 1 : Convergence de chaque ligne de M/M/1/n
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Po.6(V) Pa.s(t)

01z 0.020

0.0151

0.06 0.010F

0.005

2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 160 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 1(;0
(a) Pour pg 6 (b) Pour p4 6

F1G. 2 : Exemples de convergence de M/M/1/n

2.4 Lafile M/M/n/n (file d'Erlang)
2.4.1 Générateur infinitésimal

Le générateur infinitésimal de la file M/M/n/n, ou file d'Erlang, est le suivant :

—-A A (0)
b —A—pu A
2u —“A—=2u A
Q = 3“ N
(0) oA =(E=1p A
kp —ku

Cette fois-ci, la taux de service est proportionnel au nombre de clients dans la file. Cela montre l'existence
de plusieurs serveurs, capables de traiter I'ensemble des clients présents dans la file simultanément. La
file ne pouvant accueillir plus de n clients, il y a donc n serveurs.

2.4.2 Distribution d'équilibre

En résolvant la relation de récurrence fournie par 7Q = 0, on trouve :

AT = pmy
Vk e [1,n — 1], (A + kp)m = Amg—1 + (K 4+ 1) pme41

ATTp—1 = NUTy,.

La résolution de la relation de récurrence donne :

o
Vk € [0,n], m = 7o
Et comme 7 est un vecteur stochastique :
n k
P
EWU — 17
k=0
-1
k n k
Vk € [0,n], 7 = % ( p,> .
P\ &
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2.4.3 Convergence vers lI'équilibre

De maniére similaire au cas de la file M/M/1/n, on peut simuler le comportement asymptotique de la
file pour A = 0.4, 1 = 0.6, et n = 10. Les figures 3 et 4 représentent cette convergence pour la matrice
entiére et pour certains coeflicients.

12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11 12 4 6 8 10 11

IS

12 4 6 ] 10 11 12 4 6 8 10 11 12 4 6

(a) P(0) (b) P(15) (c) P(50)

10 11

F1G. 3 : Convergence de chaque ligne de M/M/n/n

Pa 3(t)
04} P1,7(0)

0.00006F
0.37] 0.00005F
0.00004 f

0.00003 |

0.00002 ¢

0.00001

L L L L L L L t L L L L L L L t
2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14

(a) Pour py 3 (b) Pour py 7

F1G. 4 : Exemples de convergence de M/M/n/n

3 Files d'attente infinies

3.1 Problématique

Il semble naturel des le départ d'étendre cette définition des files d'attente a des cas ou la file serait
infinie : elle ne refuse plus les clients passé un certain nombre. On serait tenté pour cela de reprendre
la méme définition des semigroupes de transitions et des générateurs infinitésimaux; mais il est alors
nécesaire d'interpréter les matrices infinies qui surgissent.

Il s'agit alors d'interpréter le générateur infinitésimal Q comme un opérateur borné d'un espace de
Hilbert de dimension infinie. Cette définition, alliée a certaines propriétés, permettra ainsi de justifier
les opérations réalisées sur ces matrices, et notamment la définition de la quantité exp tQ, pour ¢ > 0.

Enfin, les principales propriétés des générateurs infinitésimaux (et donc des semigroupes de transi-
tion), notamment la notion de convergence, est liée a leur spectre. Il serait donc intéressant d'étudier les
relations qu'entretient la matrice infinie de M/M/1 avec les matrices finies des files M/M/1/n.
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3.2 Lafile M/M/1

La file M/M/1 est une « prolongation » de la file M/M/1/n. Son générateur infinitésimal s'écrit donc
naturellement :

U (0)
o —(A+p) A
Q= 1% —(At+p) A
. .

(0)
On pose : Vn € N, 1, := p", ol p = A/u. La propriété suivante du vecteur 7 sera utile dans la suite :
Vn € N, pmp = Aty
On définit ensuite l'espace H dans lequel on travaille :
H:=13(1) = {(un)neN eRY . Zuiﬂn converge } .
n=0

On munit cet espace du produit scalaire :

+o0o
(u,v) = (u,v) := Zunvnwn.
n=0

Cette application est bien un produit scalaire car tous les coefficients du vecteur 7 sont strictement po-
sitifs. H est donc un espace préhilbertien réel de dimension infinie.
On montre alors :

V(z,y) € H?, (Qz,y) = (z,Qy).

(Qz,y) <2(A+ ||yl

Q est symétrique et bornée. Par le théoreme spectral :
Sp(Q) C [=2(A + ), 2(A + ).

3.3 Simulations du spectre

On peut alors étudier par des simulations numériques la convergence du spectre de M/M/1/n vers le
spectre de M/M/1 lorsque n tend vers +oc. Pour A = 0.5 et = 0.6, on obtient le graphe de la figure 5.
On constate bien que le spectre de M/M/1 est inclus dans l'intervalle [—2(\ + x), 0].
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F1G. 5: Convergence du spectre de M/M/1/n vers le spectre de M/M/1
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